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II.1. Zahldarstellung

Stellenwert-System /
Positions-System:

Additives System:

Alfred Holl, Arithmetik im Mittelalter

Zahlenwert eines Ziffernzeichens
hangt von dessen Form und Position ab.

2222
2-1000+2-100+2- 10 +2- 1
2. 103+2- 102+2-10"+2-10°

Zahlenwert eines Ziffernzeichens
hangt nur von dessen Form ab.

MMCCXXII
1000 + 1000 + 100+ 100+ 10+ 10+ 1 + 1

,,Position* kann nur festlegen,
ob der Wert addiert oder subtrahiert wird
IX=-1+10; XI=10+1

13.01.2013/2



Ziffer |griech. kyrill. hebr. arab. Neshi- ostarab.
Alphabet- |Alphabetziffern |Alphabet- | Alphabet-ziffern # |Ziffern
ziffern (altkirchen ziffern Alphabet-Folge

slawisch) (Kabbala)

0 :

1 A a X alef ) alif )

2 B B 2 beth < ba Y

3 I T 3 gimel z &im Y

4 A b 7 daleth 2 dal ¢ ¥

5 E e 7 he > ha © 0

6 ¢ (otiyua, |s [dz] ) waw 5 wWaw 17
digamma)

7 / 3 T zajin D zal \

8 H 1 1 chet z ha A

9 ® 0 v tet L ta q

10 I 1 > jod ¢ 1a

Alfred Holl, Arithmetik im Mittelalter
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Ziffer griech. kyrill. hebr. arab. Neshi- ostarab.
Alphabet- Alphabetziffern Alphabetziffern | Alphabet-ziffern # Ziffern
ziffern (altkirchenslawisch)  |(Kabbala) Alphabet-Folge

10 I 1 > jod ¢ 12

20 K K > kaph & kaf

30 A b % lamed J lam

40 M M N mem & Mim

50 N H 1 nun O nun

60 = 3 0 samech o+ SIn

70 O 0 Y ‘ajin ¢ ‘ain

80 I1 I D pe — fa

90 q KOO, q X sade o= sad

100 P P ? qoph o kaf

200 Y C 7 resch o ra

300 T T ¥ s(ch)in o §SIn

400 Y oy n taw < ta

500 d ¢ vy < ta [0]

600 X X & ha[y]

700 b4 1} 3 dal [d]

800 Q ® o= dad

900 T oavai I PN L za

1000 A ,a 'R ¢ gain

Alfred Holl, Arithmetik im Mittelalter
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1. Zahldarstellung

Multiplikationstafel
im additiven System der

griechischen Buchstabenzahlen

i (21314 [5 |6 |7 18 |9 [10 100
2 14 |6 |8 [10{12]14]|16}18 |20 200
3 16 |9 [12|15]18|21 |24 27|30 300
4+ |8 |12{16| 20| 24|28 |32(36|[40 400
5 110(15{20|25|307 35|40 45[50 500
§ [12]|18{24|30|36 4248 5+ 60 600
7 |14121|28|35]42|49[5616370 700
8 1162413240148 (56647280 800
9 [18]27]36 45|54 (63|72 81{50 300
10|20|30({40{30|{ 60| 70]|80|90;100{| 1000

Alfred Holl, Arithmetik im Mittelalter

Cribrum Boethii de multiplicatione

(Evans 1977, 26-27: Oxford, St. John’s College MS 17, 56v)
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2. Arab. Zahlen — Ursprung

Stammbaum Brahmi

der arabischen Ziffern v
Lw?i au{tvvme

Jndisch (Gwalior)

| v
13387

VT

Sanskrit - Devanagari (indisch)

"' v
{aw&re?'e?z’ﬁ 1/;4)”1*“@%\//\9.}
Westarabisch (Gobar) | Ostarabisch (noch heute t_Lirk.u.a.j |

1T Spldllh A 89 !

11.Jh.(Apices)

rzsﬂq‘};«g;«*o 1134—5\@7391

15.3h. 16.3h.(Diirer)

(Menninger, Kulturgeschichte der Zahlen, 1934, 329)

Alfred Holl, Arithmetik im Mittelalter 13.01.2013/6



2. Arab. Zahlen — Ausbreitung

Al-Battani (~858 - 929)

Kitab al-Zidsch

Opus astronomicum

uibersetzt von Plato von Tivoli

(ed. Nallino, Carlo Alfonso,
1899-1903, 1 142, 111 214)

Alfred Holl, Arithmetik im Mittelalter

Quadrans murale: N-S-orientiert
zur Messung des Sonnenhochststandes
(G Wintersolstitien, K Sommersolstitien)
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2. Arab. Zahlen — Ausbreitung

Al-Battani (~858 - 929)

Kitab al-Zidsch
Opus astronomicum

Kalifen mit Beginn der Hedschra-Zeitrechnung
am 1. Muharram des Jahres 1 der Hedschra
Fr 16.07.622 bzw. Do 15.07.622 (astronomisch)

& ¥ . } L3 et
- A\ w . s . i A fe 2 -
‘,..L.«) du:lc Y u'ua L}"H ojfe aﬁ%| f.""d o *ML‘ E—__)'Ls J;.L:-

et salutem praestat.

ooy ale &l Lo (3152 0 e U 206 Jsoe

Chronologia khalifarum a secessione Prophetae, cui Deus propitius est

(ed. Nallino, Carlo Alfonso,
1899-1903, 1 4, 111 231)

Alfred Holl, Arithmetik im Mittelalter

Aokl D e o) O e Emdl O g GBS | el Jan L o
;',—J\ e J)J {‘_;"-‘- by e ;é)lm d Ak J;;; L';IH" Quot quisque il Rt
: 5 A % 5 eorum regnaverit | Annorum summa.
Nomina khalifarum iustorum a secessione (higrah), cum tempus.
dies Veneris ponatur primus dies mensis muharram.
Sed in chronologia [astronomorum] a die lovis inci- . & P
pitur. Pertinet hic muharram ad primum hegirae E -}\2 :"::_’. & \"é _ﬁ_
annum. ‘ R alo= 2 =
1
Fuit secessio Prophetae cui est aeterna salus, ab urbe |
Mekkah ad al-Medinah primo anno. 0 2 8 0] 2 8
Mansitque secedens al-Medinah in urbe ad mortem
usque. 9 |11 |22 10 | 2 0
; Abu Bakr ibn Abi Quhafah e [tribu] Band Taym. 2 3 3 12 5 8
l ‘Omar ibn al-Khatiab e [tribu] Bana ‘Adi 10 6 17 22 | 11 25 |
| Et fuit deliberatio post ‘Omar ibn al-Khattab. | 0 0 3 22 |11 |28 |
| ‘Othman ibn ‘Affin ex Band Umayyah. |11 11 19 341 17
| Al ibn Abi Talib ot seditio. |4 |9 |0 ]s|8 |1

I
I

. I;:I- ‘e || i nlll.l:a
il e g0t pere S=ly f f}*u‘ 03 J3) u‘ld‘- J,uh A e a2 ) e L;.LL'l Hc‘%

Jay rJih iy _adll ¢JLH d e ‘)4_'-: Sy daa ul

s ed! 2L

el o oyl B o ale 1
ol ® W gual & dudl I
L}a_.bdcrdq.lu: 1Jo- u’:{,:
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2. Arab. Zahlen — Ausbreitung

Zweil Abakus-Typen!

TYRYTYe YY)
;
v
(D) | <o

,,Boethius* Geometrie 11
Gerberts Klosterabakus (~1000) (Folkerts, 1970, Tafel 5)

Berlin, lat. 8° 162, 73v, 10. Jh.
(Ifrah, Universalgesch. Zahlen, 1991, 532) (Berlin, la » 19V, )

Alfred Holl, Arithmetik im Mittelalter 13.01.2013/9



2. Arab. Zahlen — Ausbreitung

ol

- . - -'IJ_-'| = 1 '-;I:.:IE- J
e T
S - AT VR T

(Gregor Reisch:
Margarita Philosophica, 1503)

Alfred Holl, Arithmetik im Mittelalter

Arithmetica (124 8,139 27)
Boethius Algorist, Pythagoras Abacist (1241, 82)
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2. Arab. Zahlen — Ausbreitung

Noch 1299 Gebrauch
der neuen Ziffern
den Kaufleuten in Florenz

verboten (Falschungsgefahr)
(Nagl 1889, 162)

Das jahrhundertelange
Nebeneinander

von arab. und rom. Zahlen
endet erst in der Zeit

von Regiomontan

(1436-1476)

(Epitome in Ptolemaei almagestum,
Venedig 1496, Trinity College Cambridge)

Rechenbiicher 2. Halfte 15. Jh.
Algorismus Ratisbonensis 1463

Alfred Holl, Arithmetik im Mittelalter

UEM ANDENKEN
DES GHOSSEN MATHEMATIKERS
REGIOMONTANES
el o diesem Daose o0 dnnd 1430,

font, ils Wil v Weedenshnrd d Gdull 1476,

Eew et von den Biledern seine e Valerstadi
lon L dulbisGn,

== | VR
mmW"mMB
P'-_ :‘:hi Z_:_:hgi:::l;d
llrillll

FHL

A_m‘r‘
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2. Arab. Zahlen — Ausbreitung

Anleitungen zum Rechnen
mit arab. Zahlen erscheinen
oft als erster Teil einer
Einfiihrung ins Quadrivium
oder in die Astronomie

Denn:
arab. Zahlen Voraussetzung
fiir astronom. Tafeln

Jnays Li*n'-f-1@gx&.. aldhotrifiniinareta
(ronoTca mnh‘ufhv QA anpo § 1t

ru >- 1101113 Yuarm uinedu

(Bibl. Nat. Paris, Lat. 16208, 67r)

Alfred Holl, Arithmetik im Mittelalter

Mohammed ben Misa al-Khwarizmi (~780-~850)
Perser aus Khwarazm / Khorasmia

am Unterlauf des Amu-Darya (Aral-See)
latinisiert Algorismus

Liber ysagogarum (Einfiihrung ins Quadrivium)
tbersetzt von Adelhard von Bath (aktiv 1116-1142)
arab. nicht erhalten, nur in lat. Ubersetzungen
Algorismus =

Anleitung zum Rechnen mit arab. Zahlen
Einfiihrung der 0 aus der indischen Mathematik

Astronomische Tafeln iibers. von Adelhard 1126

Al-Jabr wal-muqgabalah ‘Algebra’ (820)
Buch tiber quadratische Gleichungen

tibersetzt von Gerhard von Cremona, Plato von
Tivoli und Robert von Chester (1145)

13.01.2013/12



3. Astronomische Tafeln

Clm 13021
Kloster Priifening, ~1165

Im Anschluss an den

Liber ysagogarum Alchorismi
des al-Khwarizmi

(ed. Vogel 1963, Allard 1992)

o 13 A dc.qu.u'n
arodncandi| marhdcof

nof’ tm difaplinary plenl
n-mp L immonur apom’r nol’

abspfind araf dannf pn

cpiuL lumrrl drEmpa & mmufcocqm )
tlr.zd.m Aleendar: Umfull Jnd)mmm

unitare: mufic mom gmmcm.l, puncm
hac mihl hre, ppria pnclpu S; quua mi ﬁ'

(Clm 13021, 27r)

Alfred Holl, Arithmetik im Mittelalter

Einfiihrung in die Astronomie,

Tabellen mit Canones (Benutzungsanleitung)

in Anlehnung an al-Zarqgalis (~1030-~1090)
Tafeln von Toledo (Tabulae Toletanae)

libersetzt von Gerhard von Cremona (1114-1187)
(ed. Millas Vallicrosa 1943-1950)

4. Buch al-Khwarizmis:

Astronomie

shboﬁmn“ [';'r“"dt“w‘lﬁ‘rar incip Ub I} HaIT
I cc lud'mu{ de de remporib; 7 monbuf:
arahmenaf mufiaf ac qromererd wib;
mrroducendif dynifle fufhicar ¢ urrdc
wemportb; fi quide < ey nonaa motud a
ranriy ,agnofcunr Frpmo qudc de annay
amundh pnapio- papt annol muennone

(Clm 13021, 30r)

vonid cui::!: achiomis
anmltt‘ ¢ wprif {'p.lcm me
ae cddhy moru duchm
- qrtrmb, o prunu
10 occurrit wahiqanda. (4" quia ca mudo
cepzr dg tmne coauar. dwafsl ipli’mor’
1 parce] meny cqpb.mr ftau wp f{p.mu
quo linqutaf m!'uum actonet. duar- quia
d:uic [ fedm dwfal tsnnrfmd'lm%um‘
cr['al neeer ¢ ut habm plcta rpnf’ notieia
Actior 1did de quo mrendim. fur mrorore
Lo f gl g8 Conuy & 4 mfi
narura mdnadibilc lnplut'rftnnfﬂcd'u mm
-ro¢ dundr parnd. Quarn gida. annof.
qid1 mief. nee n dief  borad placur ap
pelafle Jnna ent dlud fpaca nocauat.

(Clm 13021, 31v)
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3. Astronomische Tafeln

Exzentrische Bahn der Sonne

o \
s . o0 aulpichge Brawy pune
\\ i & o h:;‘(}epnlm/v,‘elﬂ putm} ;

. Dev widerlage- /

(Deutsche Sphéera, Cgm 156, 28r
aus Brévart 1980, 161)

Alfred Holl, Arithmetik im Mittelalter

0 sublimatio; aux propria

u medialitas, medius cursus / motus; el-wazat
y = u- argumentum; el-heza

X aequatio, examen; tadil (mit y in Tabelle)

[ = u+x (x neg.) ekliptikale Lange der Sonne

" i D

r 17-_'..
(Wegener, Alfonsinische Tafeln, 1905, Fig. 1)

13.01.2013/14



3. Astronomische Tafeln

Mittlere Bewegung der Sonne
nach Tagen (medialitas solis)

Tabuliert sind:

numerus dierum

numerus horarum / minutarum
u medius cursus solis ad dies

mensium etc.

in signa (30°), gradus, minuta

und secunda

Alfred Holl, Arithmetik im Mittelalter

sSu | {oelloe | v ] levas
mer| | so ] lur ad | |dwerl
dre ole || 82| S| [vor
rila) Sugl ¢’ | {anmlel s e
r E [T 18148
: T 1k lgElE 2
2 ||t Hadllz ¢
i Ll
;)o T {;m {';1' :’ Y
) s L) s
Cx (] T ENES ) %
AT RS e
HIEHisE
g o T j(to |Jap||®2 F
atllT(ELIZL]|6 7
pr T RES]| (R e
Sl T2 7158 |7 8
AT MRS RS [E 5
_Prq_ T }'% ;)}i ; 7

(Clm 13021, 34r)

konstanter Winkel pro Tag: 59' 8-9"
wird korrigiert durch die aequatio solis
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3. Astronomische Tafeln

tadil

b

el-heza

x aeqguatio, examinatio

b

Ausgleichswerte der Sonne

(aequatio solis)
Tabuliert sind:
y argumentum

(Clm 13021, 35v)

beide in signa (30°), gradus,

minuta und secunda

= x(180°+ y)

x(180°- )

fir y = 180° (6 signa, 0°)

x minimal (0° 0' 0")

90° 1' (3 signa 1)

x maximal (1°59' 10") fiir y
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Alfred Holl

Die arithmetischen Algorithmen im Algorismus
von al-Khwarizmis L iber ysagogarum

Die Regensburg-Prifeninger Fassung einer
mittelalterlichen Einfithrung in das Rechnen mit
arabischen Zahlen

1. Grundlagen

1.1 Algorismus-Traktate des 12. und 13. Jahrhunderts
1.2 Ziffernformen

1.3 Der Liber ysagogarum Alchorismi

2. Ganze Zahlen

2.1 Darstellung und Arten
2.2 Multiplikation

2.3 Division

3. Briiche

3.1 Romische Briiche

3.2 Sexagesimalbriiche

3.3 Allgemeine Briiche: minutiae diversorum generum/ordinum

4. Quadratwurzeln

4.1 Ganzzahlige Quadratwurzeln

4.2 Ganzzahlige Quadratwurzeln aus ganzen Zahlen

4.3 Quadratwurzeln aus Sexagesimalbriichen

4.4 Sexagesimale Quadratwurzeln aus ganzen Zahlen

4.5 Quadratwurzeln aus gemischten allgemeinen Briichen

S. Zusammenfassung

Alfred Holl, Arithmetik im Mittelalter



1. Grundlagen

700- |Aufbau grofiraumiger 768 Kalifen in Bagdad
800 |interkultureller Kontakte |(al-Mansur, al-Raschid):
arab., syr., ind. Arzte;
Alkuin (Karl d. Gr.)

800- |griech.-syr.-arabische 813-833 al-Mamun

900 |Ubersetzungen erhalt Handschriften
(syrische Christen), aus Konstantinopel
erste Rezeption im -873 Honein ben Ishak
arabischen Kulturraum |780-850 al-Khwarizmi

900- |[Weiterdenken im 945-1003 Gerbert v. Aurillac

1000 |arabischen Kulturraum; |Regula de abaco computi,
Kontakte zum christlich- |De numerorum divisione
romischen Europa

1000- |Weiterdenken im Avicenna, al-Ghazzali

1100 |arabischen Kulturraum; |al-Biruni (Astronomie)
Rezeption lateinischer Alhazen (Optik);
Quellen (Boethius) im Hermannus Contractus
christlich-romischen Otloh von St. Emmeram
Europa Wilhelm von Hirsau

1100- |arab.-lat. Ubersetzungen [-1142 Adelhard von Bath

1200 |griechischer Quellen -1153 Joh. Hispalensis und
im islamischen Westen; |Gundisalvo: Liber algorismi
Rezeption im christlich- |-1187 Gerhard von Cremona,
romischen Europa; Ubersetzerschule von Toledo
islamischer Osten 1109 R-Priifening gegriindet
nicht aktiv 1163-1168 Clm 13021
(Kreuzziige ab 1095)

1200- |Rezeption und -1240 Leonardo Fibonacci:

1300 |Weiterdenken im 1202 Liber abaci
christlichen Europa; -1240 Alexandre de Villa Dei:
islamischer Westen Carmen de Algorismo
nicht aktiv (Reconquista: |-1256 Joh. v. Sacrobosco:
1236 Cord., 1248 Sevilla) |Algorismus vulgaris
1258 Mongolen > Bagdad

Alfred Holl, Arithmetik im Mittelalter




1.1 Algorismus-Traktate des 12. und 13. Jh.

Liber Ysagogarum Alchorizmi

n | ] |
Aj Ao Ag My As
J

I

1168) 12, Jh.

(L43) (1163 2HL/ 12 Jh. 13, ]h,

Arithmenk Aldiwarizmi’s

(9. b, kene Hs.)
|

- arabische Uberarbeitung?

—--erste lateinische Ubersetzung

wDe numero Indorum

(keie Hs)

—-Jat. Uberarbeitung mit Einschichungen-

WDixit Algorizmi®
(vor 1143, keine Hs)

Abschrift Cambradpe

WDixit Algorizmg®

(13, Th, 1 TLs)

Liber alghoarisimi { foh, Hispalensis)
H (7 T5)
13,15 I

Sacroboseo (ca 1230y -

Abb. 1: Uberlieferung von Algorismus-Traktaten

A1l Wien, Cod. Vind. 275;
A2 Miinchen, Clm 13021;

Suddt., spiater Reichenbach
Regensburg-Priifening

A3 Paris, Cod.Paris. lat. 16208; Sudfr. oder Bologna (?)

A4 Mailand, Cod. Ambr. A 3 sup.; ?
AS Miinchen, Clm 18927;

Tegernsee

(Vogel, Alchwarizmis Algorismus, 1963: 44)

Alfred Holl, Arithmetik im Mittelalter




1.1 Algorismus-Traktate des 12. und 13. Jh.

Calewd Indien Atithmélique Juine
d'al-Khwirizmt (¢ca §25) daps 1o (radition de Bodee
~ Ve
N s
N e
N -
~ ~ X
N 7 (vacine canée) X
X [# version latine perdue 7 (Iructions sexagésimales)
(nombres entiers) e AR “ e | _ /
N // ’ X P ’
e -
\\ P ~ - ’ v \\ /// [ [[
2 ] Lp LA I j
/ {lean de Toléde) | ]
Adélard de Bath  Pierve Alphonse — science | seience arabe | |
T~ RNl Abi al-Wafi' al-Biigjaui )
~—— j o - l’ /
~~~~~~~~~~~~~~~ N | /,."’ L al-Kindt /
............ > ~ /:I:/’."—.I l l
Sr Iy
(Pscudo-quadrivum) [
{Avendauth-1bn Daid ?) /
~ [
/| ~ ’
/| AN /
science laline Adélard 1l // | S . |/
fractionnelle (Euclide) ' ] [
| / ~ ]
/ ’ “\\\
// | S |/
U/ ’ ' /
LY 1 LY | LY LY Hil
(version augmentée) (version abrégee) {France)
(Gondisalvo 1)

Abb. 2: Uberlieferung von Algorismus-Traktaten
DA Dixit Algorizmi
LP Liber pulveris
LA Liber Alchorismi (Joh. Hisp.)
LY Liber ysagogarum
LY (I): Cod. Vind. 275
LY I: Clm 13021
LY II: Cod. Paris. lat. 16208 (Mag. A)

LY III: Clm 18927
(Allard, Le calcul indien, 1992: XXVII)

Alfred Holl, Arithmetik im Mittelalter



1.2 Ziffernformen

D). Tafel der Zifferformen

gezevdine: von H. Rosenteid

pt

B
L
[
wn
o~
~J
o)

Al
A2

A
D

N W W N we -y
Yo e p B w
L W w N
Al qa e
NS~ NN
o oo »w P

o

M
P e T e
2w Ny e s

Al Nauionalbibliothek Wian, Cod. Vind, 273,

o Baver. Sraawssbibi, Cim, 13021

A3 Bibi, Nar, Paris, Cod. Paris. [6238,

A+ Bibl. Ambrosiana Mailand, Cod. Amb- A 3 sup.
A3 Baver. Stazwshibl, Clm. 18927,

DNI Univ. Bibl, Cambridge. Cod. ms. Ji 6. 3.

H die zufzelihrren Zifern sing Hi und Hi entnommen

{zu Hi—H: vgl. 5. 43, Anm. 11)

Vig San Lorenzo de! Escoriai, Cod. Vigilanus (annc 974

Sal Univ. Bibl. Heidziberz, Kloster Salem 47 Schre. I, Nr. 23
Tot Baver. Staatshibl., Clm. 18927, fiz. Tolerane .
Ind Baver. Sraarshibl. Clm. 18927, fig. Indic=.

O
O

Qa0 0O o

Abb. 3: Ziffernformen

(Vogel, Alchwarizmis Algorismus, 1963:

Alfred Holl, Arithmetik im Mittelalter
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1.2 Ziffernformen

Abb. 4: Ziffernformen

(Allard, Le calcul indien, 1992
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1.3 Aufbau des Algorismus
im Liber ysagogarum des Clm 13021

1. Ganze Zahlen — de integris numeris: 27ra-28ra

de multiplicatione primae speciei [1-9: digiti]

de multiplicatione secundae speciei [durch 10 teilbar: articuli]
de multiplicatione tertiae speciei [beliebige Zahlen: compositi]
de probatione multiplicationis

de additione

de diminutione integrorum

de mediatione integrorum

de duplicatione

de probatione duplicationis

de divisione integrorum

de probatione divisionis

2. Briiche — de minutiarum notis: 28ra-28vb

de multiplicatione minutiarum [Sexagesimalbriiche]

de multiplicatione integrorum per minutias

de divisione minutiarum

de constitutione integrorum et minutiarum [Darstellung]

de additione minutiarum

de diminutione minutiarum

de duplicatione et mediatione minutiarum

de multiplicatione minutiarum diversorum generum
[Briiche mit beliebigen Nennern]

de multiplicatione integrorum et minutiarum div. generum

de divisione minutiarum diversorum generum

3. Quadratwurzeln — de inventione radicis: 29ra-29va

de inventione radicis integrorum

de inventione radicis minutiarum

de inventione radicis integrorum et minutiarum div. ordinum
Item alia regula de inventione radicis

Alfred Holl, Arithmetik im Mittelalter



2. Ganze Zahlen

— Terminologie

Ziffer
Null

figura
ciffra, circulus, ni(c)hil

Zahldarstellung mit Ziffern constitutio, descriptio, positio

Ziffernfolge

dispositio, ordo

Stelle(nwert) einer Ziffer differentia, denominatio

ganze Zahl
Eins
Zahlen1-9

numerus, integer (numerus)
gradus, unitas
digiti

durch 10 teilbare Zahlen articuli
aus dig. und art. zus.ges.  compositi

als Resultat ergeben
als Resultat

herauskommen
Resultat

Addition
addieren

iibertragen
Subtraktion
subtrahieren

Duplikation
Halbierung

Multiplikation
multiplizieren
dividieren
Divisionsrest

Alfred Holl, Arithmetik im Mittelalter

efficere, fieri, generare

evenire, excrescere, exire, nasci,
occurrere, oriri, progredi, (con)surgere
summa (auch bei Multiplikation)

additio, augmentatio

addere, aggregare, colligere,
congregare,copulare, numerare cum
sublevare, transferre

diminutio

auferre, (decrescere,) demere,
(di)minuere, semovere, sufferre

duplicatio, geminatio
mediatio

collatio, multiplicatio

conferre, ducere in/inter/per, multiplicare
dividere in, partiri

nota, reliquum, reliquus (numerus),
residuus (numerus), superfluus (numerus)



2.1 Darstellung und Arten ganzer Zahlen

]

o
angmfu? 12 ;,QqG'AS?
trticuli 1P 10 z0 30 g0
4o 60 Ao o 90 100 110

1o 130 1000 1010 1020
uoo mo tzoo B
Vo gpefic o 171

12 14 16 1718 19 =1 X2
=3 101 102 01731

—l}

| ~ 4

Abb. 5: digiti, articuli, compositi
14. Jh. StaBiM (Menninger 1958: 11 8)
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2.1 Darstellung und Arten ganzer Zahlen

Abb.: Fingerzahlen des Beda Venerabilis (673-735)
(Luca Paciuoli, Summa 1494; Menninger 1934: 142)

Grab Bedas in der Kathedrale von Durham

Alfred Holl, Arithmetik im Mittelalter
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2.2 Multiplikation
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Menninger II 136: Clm 14137, 113r (Otloh von St. Emmeram)
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2.2 Multiplikation

£

plL ! 2

glol RIF

Alp| §]918 { 2

c(f| 81pl16l9 5 4 3

£14 | 101191019916 3 6 9 4

o)« | 1P\*81PR IO 7 4 8 12 16 5
cl7| wIPtIPRIFYIRP RIS o
8| 3] 16 P2 ﬁiﬂﬁg ys ol o

ol 1g| [16]29[uR[6r{=2]81

Eine Einmaleins-Tafel von 1 x 1 bis 9 X 9

aus einer der dltesten deutschen Algorismus-Ilandschriften, 12, Jahrhundert (QQ 116).

ﬂxﬁaw !Tq".j.u.

’ W1 {‘;‘Litt-

S 4

Bt‘ruu tler=111ds &,ua;uzlu

veay . X1 . 38 V1 .

Lﬁsfv i'f'e-r-'.y Qssw.v. ﬂ&mﬁwr-]
1% AV . ‘-xx. Catodh &

ut11(1<<1ma)

Zwei Einmaleins-Tafeln (Anfang)

aus Klostethandschriften des 13, Jahrhunderts.

Semel 1-, bir 2-, fer 3-mal usw, Beide noch ganz “rémisch’. Ubcr der zwelten: ,,.
,und zur Wissenschaft duBerst nifitzlich .

]:mmalcmshﬂ,ln anducr Zeiten und Valtker (vgl, Sachweiscr).

. et ad scientiam

* Reizvoll ist det Vergleich mit
Staatsbibliothek, Miinchen.

Menninger II 239 (1143 Cod. Vind. 275, 27r [Nagl 1889]) und 863

Alfred Holl, Arithmetik im Mittelalter
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2.2 Multiplikation

Lo iafpafre e
{99 171 el SR S
lieliahijgoR3fe(en]o
S KO A N 22 p3

ol e ke e s e

Abb. 6: Einmaleins-Tafel (Clm 13021, 27rb)
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2 8 165 § § 0 o 9 g1

Adam Ries 1525, 11-12
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2.2.2 Multiplikation von compositli

multiplicans, -tor

multiplicandus

1 - 306 = 306

Multiplikand nach rechts

0O - 306 =0

Multiplikand nach rechts
2 - 306

2 - 3 = | + 06 = 12
2 - 0= 0
2 - 6 = | + 0. = 12

Multiplikand nach rechts
4 - 306

4 - 3 |+21=33

[1:N
o
|
o

Alfred Holl, Arithmetik im Mittelalter

1024
306

306...
1024
306

3060..
1024
306

3120..
1024
306

31212.
1024
306

31332.
1024
306

313344
306

306024

Fo 1079
- 0 G

306024

312024

312124

313324

“tfrﬁl%‘
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2.3 Division ganzer Zahlen

dividendus
dividens, divisor

2 2 =1

25 24 > 1

25 - 1 24
2—1'2:0
5 -1 - 4 =

Divisor nach rechts
19 : 24 =0
Divisor nach rechts

19 : 2 > 9,
aber 192 : 24 < 9, also 8

192 - 8 24

19 - 8 2 =

2 - 8 «- 4 =0
Divisor nach rechts
0 : 24 =0

Ergebnis: 1080

Alfred Holl, Arithmetik im Mittelalter

25920
24

25920
24

920
24

10
1920
24

108
1920
24

108
20
24

1080
000
24
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3. Briiche

3.1 Romische Briiche

as 1, semis %, uncia 1/12, sextula 1/72, scripulum 1/288 etc.

3.2 Sexagesimalbriiche

gradus, minutum, secundum, tertium, quartum, quintum etc.

3.3 Allgemeine Briiche —
minutiae diversorum generum

Terminologie

Bruch fractio, minutia

Stellenwert, Benennung, denominatio, descriptio,
60er-Potenz differentia, genus

Zihler ~ dividens,

(Vielfaches eines Stammbruches) pars
z. B. duae partes de 13, 21 pars integri divisi in 39
Nenner denominatio (auch differentia)

resolvieren:

Teilbriche unter dem grofiten Nenner zusammenfassen
(de)ducere, resolvere, retrahere

reduzieren:

einen Bruch in Teilbriiche mit kleineren Nennern zerlegen
elevare, reducere, vertere

Alfred Holl, Arithmetik im Mittelalter 16



3.1 Romische Briiche

Teife der Unze
1As = 12 Unzen
X 1 As 1A4s hot
X1 As PYT i unze 12 | 1 thze hot
S e S
i 5 Deunx $LE. 57 Semuncio 2% 2
51 % : gi Dextans v 3’5 Duelio 36 3
“ R —— B
5 = 7 Dodrons > 75 Sicilicus 48 4
e - N S
) 72 Bes, Brsse v 75 Sextulo 72 6
s j;_ Septunx X, 7’%- Dragma 96 8
2 D
§ 5 7 Sems ¥y ﬁ Dimidiasextulo 144 12
¥ % Quincunx §f 53"5‘ Scripulus 208 24
— ! R
W 5 = 5 Tnens ~A 5 Obolus 576 48
¥ % : zr' Quadrans z ﬁ Cerates 152 96
PR ,_ - .- I A
) T § Sexlans codd 7728 Sliqua 1726 144
e b —
T 72 Uncio o P’.%Z Caleus 2304 192
Abb. 9 Bruchteile und -bezcichnungen in der romischen Antike und im Mittclalter

Abb. 7: Minutien
(Vogel, Gerbert als Mathematiker, 1985: 18)

Alfred Holl, Arithmetik im Mittelalter
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3.1 Romische Briiche

1 ) B 3 17 18
L 7 v I X i
incee poceg FiTiI poeco VIIH DeCee
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LEXXX XL [f» XL CcLec XL
LX XXX CcL Xxx LHHY XXX
XL p. 98 I XY £ XX
. xx X L x c X
{XVIN Vit XLV V1 LXL Vi
FOXVI VIII XL YIII LXXX Vi1
‘ XTI VII POXEXY Vil h: -4 Vil
‘ xn VI COXXX Y1 LX Vi
X v iIXV v L v
- Vi 111 xx i XL i
i VI HI XV 1H XXX nt
' on I X T | xx 5
|1 I N ! | x I
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Abb. 8: Multiplikationstafel mit Minutien

nach Victorius von Aquitanien ~457

(Friedlein, Victorii Calculus, 1871: 447-449)
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3.1 Romische Briiche
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Abb. 9: Minutiendarstellung
(Cod. Paris. lat. 16208, 68vb)
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3.2 Sexagesimalbriiche

. 4

GR|T .

r p
ey =
2 L (o >
« (e |6 |7 (f 1y
P a7y |9 |76
¢ | ¥ {9 1T gy
e |9 |7 |7 I g e
p_lg |7 {7 Tl e g
S U1 L L5 P00 20 Ll ™l S
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g\‘acn\'lcl

30 nha *1?L4-. |- \‘) I

/i gk 1)

A KA R Y

Abb. 10: Tafeln zur Multiplikation von Sexagesimalbriichen
durch Addition der Exponenten (cf. Cappelli 422 zu 12)
z. B. (1/60)>(1/60)® = (1/60)>" = (1/60)°
(Clm 13021, 28ra; Cod. Paris. lat. 16208, 68vb)
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3.2.3 Multiplikation von Sexagesimalbriichen

Sint quoque verbi gratia
2 gradus et 45 minuta, quae per
3 gradus et 10 minuta ac 30 secunda ducantur.

g - - :
S g uerhr Qi 7 qraduf g g p 3
qradufetomtibaci o [ ducats |

2° 45' - 3° 10' 30"

resolvieren
2° 45' = 2 - 60' + 45' = 165"
3° 10" 30'' =
3 - 60 - 60'" + 10 - 60"'' 4+ 30'" = 11430'"
multiplizieren
165' - 11430'' = 1885950"''!
reduzieren
1885950"''' = 1885950'"' : 60 = 31432'' 30"'"
31432''" = 31432" : 60 = 523'" 521!
532! = 532" : 60 = 8° 43!
Ergebnis '8
K71
g° 43' 5211 3Q1 ! 47
ol

Alfred Holl, Arithmetik im Mittelalter 21



3.3.1 Multiplikation allgemeiner Briiche

3 et dimidium per 8 et 3 undecimos ducere

3% -8 3/11

resolvieren

3 1/2
8 3/11

7/2,
91/11,

multiplizieren

Zahler:
Nenner:

Zahler
Nenner

reduzieren

A
1
=T
14
&
J
11
da 2 3= 6|+1= 7
da 11 8 =88 | + 3 =091
7 91 = 637
2 11 = 22

637 : 22
28 Rest 21

Ergebnis

28 21/22

. A T i TP
my parl bﬂ?:ﬂ'-[’dﬁl‘b} untbhm.

1-‘.

]“?7. [ A

dimdndfovf urpq I < (il 41

A
&%‘?"?i‘-

Qui numerus de divisione excreverit,

integer erit,

residuum vero partes erunt dividentis,

ut 28 integri et

viginti et una pars de 22 partibus unius

hoc modo

Alfred Holl, Arithmetik im Mittelalter
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3.3.2 Division allgemeiner Briiche

20 et duas partes ex 13 per 3 et tertiam

20 2/13 : 3 1/3

kleinstes gemeinsames Vielfaches der Nenner
3 - 13 = 39

Wie viele 39stel sind 20 2/13?

20 - 39 780 | + 6 786
weil das Verhaltnis 2 : 13 = (3 - 2) : 39

Wie viele 39stel sind 3 1/3?

3 - 39 =117 | + 13 = 130
well das Verhaltnis 1 : 3 = 13 : 39

also

20 2/13 : 3 1/3
786/39 : 130/39
786 : 130

dividieren
786 : 130 = 6 Rest 6

Ergebnis: 6 6/130

Alfred Holl, Arithmetik im Mittelalter



4. Quadratwurzeln — radices

ziehen extrahere, invenire

4.1 Ganzzahlige Quadratwurzeln

4.1.1 Produkte ganzzahlig radizierbarer Zahlen
sind ganzzahlig radizierbar

4.1.2 Eigentumliche Quotientenregel

Si duorum ad invicem dividendorum denominatio radicem habuerit,
et eorum in se summa [29ra].

Wenn von zwei wechselseitig dividierten Zahlen der Nenner

jeweils eine Wurzel hat, dann auch deren Produkt.
» bei Allard verstindnislos uibersetzt [51]

Wenn zwei Zahlen (ab? und ac?) sich in einem Bruch so kiirzen
lassen,

dass Zahler und Nenner eine ganzzahlige Wurzel haben (b und c¢),
dann hat das Produkt der beiden Zahlen ebenfalls eine
ganzzahlige Wurzel: Vab?ac? = abc.

Beispiel (18 und 8): 18/8 = 9/4 und 8/18 = 4/9 beide mit ganzzahlig
radizierbarem Nenner, also V18 - 8 = V144 = 12 ganzzahlig

4.1.3 Geradzahlige Zehnerpotenzen sind

ganzzahlig radizierbar
ungerade differentiae (gerade Exponenten): 1, 100 etc.

4.1.4 Sexagesimalbriiche mit geradzahligen

Exponenten sind ganzzahlig radizierbar
gerade differentiae der minutiae: secunda, quarta, sexta usw.

Alfred Holl, Arithmetik im Mittelalter 24



4.2 Ganzzahlige Wurzeln aus ganzen Zahlen

heute: V5625 = 75
49
725
725 [7 « 2 = 14] 145 - 5
0
5625
7 7 = 49 < 56
5625
7
56 - 7 ° 7 =
25
7
7 2 = 14
25
14
145 5 <= 725
145 LS S/ A
25 - 145 - 5
-1 -5 =2
225
145
22 - 4 - 5 = 2
25
145

25 -5 -5 =0

Ergebnis: 75

Alfred Holl, Arithmetik im Mittelalter
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4.4 Sexagesimale Wurzeln aus ganzen Zahlen

V26

5 +« 5 = 25 < 26
26 - 5 + 5 =

5 . 2 = 10

100 -+ 0 = 0
[101 - 1 > 100]
50 - 2 = 100
1009 - 9 = 9081

0000 - 9081 = 919

Ergebnis: V260000 = 509

halbe Zahl
der angefiigten Nullen

5 Ganze; 9 - 60 = 540
[9/100 = 5,40/60]

5 minuta; 40 - 60 = 2400
[0,40/60 = 24,00/3600]

24 secunda glatt

Ergebnis
V26 = 5° 5' 241"

Alfred Holl, Arithmetik im Mittelalter

260000

260000

0000

919
1009

00
509

00
540

00
2400

?17600‘i'
oot

nicht in Hs.

verwerfen
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4.5 Wurzeln aus allgemeinen Briichen

radix duorum tertiaeve ac tertiae decimae
V2 1/3 1/13
resolvieren

gewissermafen zu minuta machen
gemeinsamer Nenner 39

2 1/3 1/13 = 78/39 + 13/39 + 3/39 = 94/39

gewissermaflen zu secunda machen,
um die Wurzel ziehen zu kénnen

94/39 = (94 - 39)/392 = 3666/392

radizieren
zerlegen: 3666 = 3600 + 66

V(3600/392) = 60/39 ,minuta"™
60 tricesimae nonae partes unius
Rest 66/392 , secunda“

reduzieren
60/39 = 1 21/39

Est autem radix [ad] integra reducta
unum et 21 pars integri divisi in 39
quod leviter probanti illud patebit.

£tk aur, radp;
mm&m’duch, mwﬁ‘c\p.u l mrrgd !»U.!_ﬁ

s 1-9qd tewrer pbantr dlud parchir

Alfred Holl, Arithmetik im Mittelalter
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S. Zusammenftassung

1. Algorithmen sind teilweise sehr aufwandig und zeitraubend.

2. Rechenproben
Neunerprobe beim Multiplizieren und Duplizieren
Ausmultiplizieren bei der Division

3. Zwei Arten von Briichen konkurrieren: allgemeine und
sexagesimale. Die romischen sind im 12. Jahrhundert selten.

4. Formale Darstellung allgemeiner Briiche fehlt (Rechenkreuz
statt Bruchstrich).

5. Dezimalbruchdarstellung (Dezimalkomma und
Nachkommastellen) scheinen nur in einer ersten Idee beim
Wurzelziehen auf (Verlangerung um 00-Paare).

6. Der Gedanke an Exponenten der Zahl 10 ist implizit vorhanden
— assoziiert an Ziffernpositionen, die von rechts geziahlt werden.
Er wird deutlich beim Wurzelziehen:

- ganze Zahlen mit ungeradzahlig vielen differentiae (1, 100,

10000 etc.) und

- gerade differentiae der minutiae (secunda, quarta, sexta etc.)
und bei der Sexagesimalbruch-Multiplikation, die mit der
sExponentenaddition* auch eine erste Idee logarithmischen
Rechnens zeigt.

7. Formale und natiirlichsprachliche Darstellungen sowie
Beispiele finden sich im gleichen Text nebeneinander.
Zu jeder Rechenvorschrift wird nur ein Beispiel genannt.

8. Weglassen von Nebenrechnungen wie in moderner

mathematischer Forschungsliteratur:
quod leviter probanti illud patebit [29 ra]

Alfred Holl, Arithmetik im Mittelalter 28
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